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TD n°9 — Le théoréme des géodésiques primitives

L’objectif de cette feuille de TD est de démontrer le théoréme des géodésiques primitives,
ou prime geodesic theorem. Soit S = I'\H? une surface hyperbolique compacte. Pour tout z, on
note 7(z) le nombre de géodésiques fermées primitives v telles que £(v) < log(x). L’énoncé du
théoréme est que pour x assez grand,

m(z) = li(z) + XLMJW+O&%@J, (1)

ou li est le logarithme intégral
vodt

li(x) = —
i() 5 logt

Notons que li(z) ~ 127 quand & — oc.
On introduit un certain nombre de fonctions auxiliaires.
— Soit ¢ une fonction lisse paire et positive a support dans [—1, 1] telle que f_ll ¢(z)dr = 1.
On pose

1 =z
6:(2) = (2.
— Pour tout T' > 0, on pose
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— Pour T > 0 et ¢ > 0 fixés, on pose également

gr(r) = (gr = 0] Z Z smlng”legi%)).

n=1~eG(S)

Exercice 1. Etude de H.(T)
1. Calculer la transformée de Fourier h7 de g57.

2. Montrer, en utilisant la formule des traces, que

Z h(ri +/ h&%(r)dm(r),

r; IR

ot dm(r) est la mesure sur Ry définie par
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3. Montrer que
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4. Montrer que
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Exercice 2. Etude de H(T)
1. Montrer que pour tout € > 0

H.(T —¢) < H(T) < H.(T + ).

2. En déduire que, pour T assez grand,

el

Sj
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Exercice 3. Démonstration du théoréme
1. On pose

0= 3 ).

n=1 veg(s)
nl(y)<T

Montrer que, lorsque T" — oo,

2. Montrer que

T's;
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3. Montrer que
V(T)=0(T)+0(T/2)+...+0(T/k),

ou
0T)= > L),
v€G(5)
{n<T
et k> T/l1, ou £ est la longueur de la plus petite géodésique fermée sur S. En déduire
que
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4. En déduire le théoréme.

Note : Le théoréme des géodésiques primitives admet un analogue en théorie des nombres,
ou la fonction de comptage de géodésiques fermées primitives est remplacée par la fonction de
comptage des nombres premiers.



