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TD no 9 – Le théorème des géodésiques primitives

L’objectif de cette feuille de TD est de démontrer le théorème des géodésiques primitives,
ou prime geodesic theorem. Soit S = Γ\H2 une surface hyperbolique compacte. Pour tout x, on
note π(x) le nombre de géodésiques fermées primitives γ telles que ℓ(γ) ≤ log(x). L’énoncé du
théorème est que pour x assez grand,

π(x) = li(x) +
∑

1>rj>
3
4

li(xrk) +O

(
x

3
4

log(x)

)
, (1)

où li est le logarithme intégral

li(x) =

∫ x

2

dt

log t
.

Notons que li(x) ∼ x
log x quand x→ ∞.

On introduit un certain nombre de fonctions auxiliaires.
— Soit ϕ une fonction lisse paire et positive à support dans [−1, 1] telle que

∫ 1
−1 ϕ(x)dx = 1.

On pose

ϕε(x) =
1

ε
ϕ(
x

ε
).

— Pour tout T > 0, on pose

gT (x) = 2 cosh(
x

2
)1[−T,T ](x), H(T ) =

∞∑
n=1

∑
γ∈G(S)

ℓ(γ)gT (nℓ(γ))

sinh(n2 ℓ(γ))
.

— Pour T > 0 et ε > 0 fixés, on pose également

gεT (x) = (gT ∗ ϕε)(x), Hε(T ) =
∞∑
n=1

∑
γ∈G(S)

ℓ(γ)gεT (nℓ(γ))

sinh(n2 ℓ(γ))
.

Exercice 1. Étude de Hε(T )

1. Calculer la transformée de Fourier hεT de gεT .

2. Montrer, en utilisant la formule des traces, que

Hε(T ) =
∑
ri∈iR

hεT (ri) +

∫ ∞

0
hεT (r)dm(r),

où dm(r) est la mesure sur R+ définie par

dm(r) =
∑

0<ri≤r

δri −
Aire(S)

2π
r tanh(πr)dr.

3. Montrer que ∑
ri∈iR

hεT (ri) = eT +
∑

1>sj>
3
4

eTsj

sj
+O(εe3T/4).

4. Montrer que ∫ ∞

0
hεT (r)dm(r) = O(e3T/4).



Exercice 2. Étude de H(T )

1. Montrer que pour tout ε > 0

Hε(T − ε) ≤ H(T ) ≤ Hε(T + ε).

2. En déduire que, pour T assez grand,

H(T ) = eT +
∑

1>sj>
3
4

eTsj

sj
+O(e3T/4).

Exercice 3. Démonstration du théorème

1. On pose

ψ(T ) =
∞∑
n=1

∑
γ∈G(S)
nℓ(γ)≤T

ℓ(γ).

Montrer que, lorsque T → ∞,

H(T ) = ψ(T ) + o(ψ(T )).

2. Montrer que

ψ(T ) = eT +
∑

1>sj>
3
4

eTsj

sj
+O(e3T/4).

3. Montrer que
ψ(T ) = θ(T ) + θ(T/2) + . . .+ θ(T/k),

où
θ(T ) =

∑
γ∈G(S)
ℓ(γ)≤T

ℓ(γ),

et k ≥ T/ℓ1, où ℓ1 est la longueur de la plus petite géodésique fermée sur S. En déduire
que

θ(T ) = eT +
∑

1>sj>
3
4

eTsj

sj
+O(e3T/4).

4. En déduire le théorème.

Note : Le théorème des géodésiques primitives admet un analogue en théorie des nombres,
où la fonction de comptage de géodésiques fermées primitives est remplacée par la fonction de
comptage des nombres premiers.


